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❛❣❛✐♥st ❞❡✈✐❝❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t✐❡s✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✷❪ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛tt❛❝❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡q✉❡st ❯❘■
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ♦♥❡s ❛❣❛✐♥st ♣♦♣✉❧❛r ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❱♦■P
❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❲❡ ❛❞♦♣t t❤❡ s❛♠❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✿
✕ ❯❉P ✢♦♦❞✐♥❣✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❙■P s②st❡♠s ✉s❡ ❯❉P ❛s t❤❡ tr❛♥s✲
♣♦rt ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❯❉P ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ s❡♥t ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t
t♦ ❝♦♥❣❡st t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❙✉❝❤ ❛tt❛❝❦s ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss✳
▲❡❣✐t✐♠❛t❡ ❝❛❧❧ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❤❛s t❤✉s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t
❛♥❞ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳
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r❡❣✐st❡r❡❞ ❛t ❛ s❡r✈❡r✴♣r♦①②✳ ❚❤❡ ♣r♦①② r❡❧❛②s t❤❡ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ♣❤♦♥❡✳ ■❢ t❤❡
♣r♦①② ✐s st❛t❡❢✉❧ ✐t ✇✐❧❧ ♠❛♥❛❣❡ ❛ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
♣❤♦♥❡ ✐s q✉✐❝❦❧② ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♦❢ ❝❛❧❧s ❛♥❞ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❛❜❧❡ t♦
t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝❛❧❧s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s❡r✈❡r ✐s ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❛ ❧♦♥❣
t✐♠❡ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ r✉♥ ♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳
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❚❤❡ ♣r♦①②✴s❡r✈❡r r❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r r❡s♣♦♥s❡ ❧✐❦❡ ✏✉s❡r ♥♦t ❢♦✉♥❞✑✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❛tt❛❝❦ r❛t❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡
❡①❤❛✉st❡❞✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✢♦♦❞✐♥❣ ✐s ❧❡ss ❞✐st✉r❜✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ❜✉t
t❤❡ t❛r❣❡t ❈P❯ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ✇✐t❤ ✉s❡❧❡ss tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ r❡q✉❡sts
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✉s❡r ✇✐t❤ ❛ r♦❣✉❡ ■P ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❧❡❞
t♦ ❝♦♥♥❡❝t s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t♦ ❛♥ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❤♦st✴♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❙■P tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛tt❛❝❦ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ♦♥ s♦♠❡ ♣r♦①✐❡s
❧✐❦❡ ❖♣❡♥❙❊❘ ❬✷❪✳
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✇✐t❤ ❛ ❢❛❧s❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♥❛♠❡✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ✐s tr❛♣♣❡❞ t♦ s❡♥❞ ❉◆❙
r❡q✉❡sts t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♥❛♠❡✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ♠❛② ✐ss✉❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❉◆❙
t②♣❡s ✭❆✱ ❆❆❆❆✱ ❙❘❱✱ ◆❆P❚❘✱ ❊◆❯▼✮ ❛♥❞ r❡♣❡❛t t❤❡♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛
✈❛❧✐❞ ❉◆❙ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞✳ ▼❡♠♦r② ✐s q✉✐❝❦❧② ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤✐s ❛tt❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❖♣❡♥❙❊❘ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t
✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧
st❛t❡ ♦❢ s❡ss✐♦♥s ♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥
t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❤❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ r❡q✉❡sts ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧②
❤❛♥❞❧❡❞ ✭❘❊❏❊❈❚❊❉✮ ❜✉t t❤❡ s❡ss✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦①②
✐s s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡s♣♦♥s❡
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✭♥♦ ❆❈❑ ✐s s❡♥t ❜② t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡
♣r♦①② ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ r❡q✉❡sts ✭st✐❧❧ ✐♥ ❈❆▲▲❙❊❚ st❛t❡✮ s♦ t❤❡
♣r♦①② ✐s t❛❦❡♥ ❞♦✇♥✳ ❚❤❡ t❛❦❡ ❞♦✇♥ t✐♠❡ ✐s ❛❜♦✉t ✷✵ s❡❝♦♥❞s ❢♦r ❛♥ ❛tt❛❝❦
❤❛✈✐♥❣ ❥✉st ♦♥❡ ■◆❱■❚❊✴s r❛t❡✳
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❝❛❧❧s ❛ ✉s❡r✴♣❤♦♥❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥ t❤❛♥ t❤❡ t❛r❣❡t✬s ♦♥❡✳ ❚❤❡
t❛r❣❡t r❡❧❛②s ❛❧❧ r❡q✉❡sts t♦ t❤❡ s❡r✈❡r✴♣r♦①② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
r❡♣❧✐❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r r❡s♣♦♥s❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❤✐t ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡s ♦❝❝✉r✳
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♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♣r♦①②✴r❡❣✐str❛r r❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛♥❞ ✇❛✐ts ❢♦r t❤❡
r❡q✉❡st t♦ ❜❡ s❡♥❞ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤✐s
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✷✳✷ ❙♦❝✐❛❧ ❚❤r❡❛ts ❛♥❞ ❙P■❚
❙♦❝✐❛❧ t❤r❡❛ts ❛r❡ ❛tt❛❝❦s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥s♦❧✐❝✐t❡❞ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♥♥♦②✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✉s❡rs t♦ ♠♦r❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s
❋✐❣✳ ✶✳ ❖♣❡♥❙❊❘ ❘❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛♥ ■◆❱■❚❊ ❋❧♦♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ■♥✈❛❧✐❞ ❉♦♠❛✐♥ ◆❛♠❡
❞❛t❛ st❡❛❧✐♥❣ ✭❱✐s❤✐♥❣✮ ❛tt❛❝❦s✳ ❚❤❡ t❤r❡❛t ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s s♦❝✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ t❡r♠
✧✉♥s♦❧✐❝✐t❡❞✧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛t✲
t❛❝❦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐s ❛ t❤r❡❛t ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s ❙P❛♠ ♦✈❡r ■♥t❡r♥❡t ❚❡❧❡♣❤♦♥② ✭❙P■❚✮✳ ❚❤✐s t❤r❡❛t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ s♣❛♠ ✐♥ t❤❡
❡♠❛✐❧ s②st❡♠s ❜✉t ✐s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✈♦✐❝❡ ❝❛❧❧s✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡r❛❣❡s t❤❡ ❝❤❡❛♣
❝♦st ♦❢ ❱♦■P ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❧❡❣❛❝② ♣❤♦♥❡ s②st❡♠s✳ ■t✬s ❝✉rr❡♥t❧② ❡st✐♠❛t❡❞
t❤❛t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❱♦■P ❝❛❧❧s ✐s t❤r❡❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
P❙❚◆ ❝❛❧❧s✳ ❙✉❝❤ ❙P■❚ ❝❛❧❧s ❝❛♥ ❜❡ t❡❧❡♠❛r❦❡t✐♥❣ ❝❛❧❧s t❤❛t s❡❧❧ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❆ s✉❜✲
t❧❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❙P■❚ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❱✐s❤✐♥❣ ✭❱♦■P ♣❤✐s❤✐♥❣✮ ❛tt❛❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s
❡✐t❤❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❛❧❧❡❡s ❞✐❛❧ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ♣r♦♠✐s❡❞
♣r✐③❡ ♦r t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♣❡rs♦♥❛❧ ❞❛t❛ r❡❞✐r❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡rs t♦✇❛r❞s ❛♥ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡
❱♦✐❝❡ ❘❡s♣♦♥❞❡r ✭■❱❘✮ ♣r❡t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ tr✉st❡❞✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❛tt❛❝❦s ❛r❡ ❣♦✐♥❣
t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❜♦t✲♥❡ts✮ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ t♦ ❞♦ s✉❝❤ ❛ ❥♦❜✳ ❯♥s♦✲
❧✐❝✐t❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ ❙P■❚ ♦r ❱✐s❤✐♥❣✮ ❛r❡✱ ❢r♦♠ ❛ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡
■◆❱■❚❊ ♠❡ss❛❣❡ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙■P✮ ✐❢ ❛ ❱♦■P tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❙P■❚ ♦r ♥♦t✳ ❋r♦♠
❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❤✐❣❤❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ✐s ♥♦t
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❤❡❧♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣❤♦♥❡ r✐♥❣s ✭❞✐st✉r❜✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r✮ ❛♥❞
t❤❡ ❝❛❧❧❡❡ ❛♥s✇❡rs t❤❡ ❝❛❧❧✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❛❣❛✐♥st
❡✲♠❛✐❧ s♣❛♠ ❧✐❦❡ t❡①t ✜❧t❡r✐♥❣ ❛r❡ ❤❛r❞❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❱♦■P s♣❤❡r❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢
❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ✉♥s♦❧✐❝✐t❡❞ ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❤✐❣❤❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡❣❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳
✸ ❖✉r ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ❙♦❧✉t✐♦♥
❲❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤r❡❛ts✱ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ tr❛✣❝ ❝❛♥ ❞❡✲
t❡❝t ❛♥♦♠❛❧♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡
q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦❧❧♦✇s t❤❡s❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ✇❡ tr❛❝❦ ❙■P ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ ❛ q✉❡✉❡
♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s✐③❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ q✉❡✉❡ ✐s ❢✉❧❧✱ t❤✐s s❧✐❝❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ st❛t✐st✐❝s✴❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ ❛ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥ts ❛
❝❡rt❛✐♥ ❛♥♦♠❛❧② ❛♥❞ ✐ss✉❡s ❛♥ ❛❧❛r♠ ❡✈❡♥t ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♣❧❡s ✭✈❡❝t♦r✱ ❝❧❛ss ■❞✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❢❡❡❞
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✢② ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❡✈❡♥t ❝♦rr❡❧❛t♦r ♦r ❞❡❝✐❞❡r ❤❛s t♦ ✜❧t❡r ❛♥❞
❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ❡✈❡♥ts✳ ■t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❛❧❛r♠ ❢♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐❢ t❤❡② tr✐❣❣❡r
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s✴❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❡✳❣✳ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ♦❢ t②♣❡ i ❜②♣❛ss❡s ❛
❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ t✳
❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ♠♦❞✉❧❛r ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② t♦ ♣❛tt❡r♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ tpace ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t ♦♥❡ s❧✐❝❡ ✇✐t❤♦✉t
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ✐s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛❝❤✐❡✈❡s r❡❛❧ t✐♠❡ ♣❛❝❡ ✐❢ tpace ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐❝❡ S ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s λ✿




❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢
❙■P tr❛✣❝ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡ ✇❤② ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡♠✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❢♦✉r
❣r♦✉♣s✿
✕ ●❡♥❡r❛❧ st❛t✐st✐❝s ✿ ❛r❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s✱ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡q✉❡sts ❝❛rr②✐♥❣ ❛♥ ❙❉P ✭❙❡ss✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧✮ ❜♦❞②✱ ❛✈❡r❛❣❡
✐♥t❡r r❡q✉❡sts ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r r❡s♣♦♥s❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡
✐♥t❡r r❡q✉❡sts ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❢♦r r❡q✉❡sts ❤❛✈✐♥❣ ❙❉P ❜♦❞✐❡s❀ t❤❡s❡ st❛t✐st✐❝s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥❣❡s✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡q✉❡sts ❝❛rr②✐♥❣ ❙❉P ❜♦❞✐❡s ✭♥♦r♠❛❧❧② ■◆❱■❚❊✱ ❆❈❑
♦r ❯P❉❆❚❊✮ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤✲
♦❧❞✳ ❆♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ r❡✲■◆❱■❚❊ ♦r ❯P❉❆❚❊ ❢♦r ♠❡❞✐❛ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ♦r
♠❛②❜❡ ◗♦❙ t❤❡❢t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❉P ❜♦❞✐❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝r❡✲
♠❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ❋❧♦♦❞✐♥❣ ❛tt❛❝❦s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
♣❡❛❦s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ st❛t✐st✐❝s✳
✕ ❈❛❧❧✲■❞ ❜❛s❡❞ ❙t❛t✐st✐❝s✿ ❛r❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❛❧❧✲■❞s✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♠❡ss❛❣❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❈❛❧❧✲■❞✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❈❛❧❧✲■❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥❞❡rs
✭t❤❡ ❯❘■ ✐♥ t❤❡ ❋r♦♠ ❤❡❛❞❡r ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❈❛❧❧✲■❞✮ ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡rs ✭t❤❡ ❯❘■ ✐♥ t❤❡ ❚♦ ❤❡❛❞❡r ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❝❛rr②✐♥❣
❛ ♥❡✇ ❈❛❧❧✲■❞✮✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❊r❧❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝❛❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛❧❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❣ tr❛✣❝✱ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❈❛❧❧✲■❞s ✭❝❛♥ ❜❡ st❛rt✐♥❣
❛ ❝❛❧❧ ♦r ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❙■P ❞✐❛❧♦❣✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ❈❛❧❧✲■❞s✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛② ❙■P tr❛✣❝✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♥♦♥✲■◆❱■❚❊ ❞✐❛❧♦❣s ❤❛✈❡ s❤♦rt❡r ❞✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢❡✇❡r
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛♥ ■◆❱■❚❊ ❞✐❛❧♦❣s✳ ❚❤✉s t❤❡✐r ❈❛❧❧✲■❞ st❛t✐st✐❝s ❝❛♥
❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s✳
✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❞✐❛❧♦❣s✴❈❛❧❧✲■❞s✿ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❛
❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✣❝ ❛♥❛❧②s✐s ✉♥✐t✱ ❞✐❛❧♦❣s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♦r s❡✈❡r❛❧ ✉♥✐ts✴s❧✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❞✐❛❧♦❣ ❛t t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♠♦♠❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ♦♥❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡
✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❧♦❣ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❛t❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✿ ◆❖❚❆❈❆▲▲✿ ❢♦r ❛❧❧ ♥♦♥✲■◆❱■❚❊ ❞✐❛❧♦❣s✱ ❈❆▲▲❙❊❚✿ ❢♦r
❛❧❧ ❝❛❧❧s✴■◆❱■❚❊ ❞✐❛❧♦❣s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✱ ❈❆◆❈❊▲❊❉✿
✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ✐s ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ❘❊❏❊❈❚❊❉✿ ❢♦r ❛❧❧ r❡❞✐✲
r❡❝t❡❞ ♦r ❡rr♦♥❡♦✉s s❡ss✐♦♥s✱ ■◆❈❆▲▲✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛❧❧ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜✉t ♥♦t
r❡❛❧✐③❡❞ ②❡t✱ ❈❖▼P▲❊❚❊❉✿ ❢♦r ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♥❞ ❡♥❞❡❞ ❝❛❧❧ ❛♥❞ ❘❊❙■❉❯❊✿
✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐❛❧♦❣ ❞♦❡s ♥♦t st❛rt ✇✐t❤ ❛ r❡q✉❡st✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ✐s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ ♠❡s✲
s❛❣❡s ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s s❧✐❝❡✳ ■♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ✐s
❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ◆❖❚❆❈❆▲▲✱ ❈❖▼P▲❊❚❊❉ ❛♥❞ ❘❊❏❊❈❚❊❉ ✭✐♥ ❜✉s② ♦r ♥♦t
❢♦✉♥❞ s✐t✉❛t✐♦♥s✮ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▼❛❥♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡
❛♥ ❡rr♦♥❡♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥✳
✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙■P r❡q✉❡sts✿ ❛r❡ ■◆❱■❚❊✱ ❘❊●■❙❚❊❘✱ ❇❨❊✱ ❆❈❑✱
❖P❚■❖◆❙✱ ❈❆◆❈❊▲✱ ❯P❉❆❚❊✱ ❘❊❋❊❘✱ ❙❯❇❙❈❘■❇❊✱ ◆❖❚■❋❨✱ ▼❊❙✲
❙❆●❊✱ ■◆❋❖✱ P❘❆❈❑✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ t②♣❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥
♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ ❙■P✱ ❡✈❡r② ♦t❤❡r t②♣❡ ♠❛② ♣♦✐♥t ♦✉t ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
r✉♥♥✐♥❣ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❘❊●■❙❚❊❘ s❡♥t ❜② ❛ ✉s❡r ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✲
✈❛❧ ✐s ✐♥❞✐r❡❝t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭❡①♣✐r❡s ♣❛r❛♠❡t❡r
♦r ❊①♣✐r❡s ❤❡❛❞❡r✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❘❊●■❙❚❊❘ ♠❡ss❛❣❡s
✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✉s❡rs✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❙❯❇❙❈❘■❇❊ ❛♥❞ ◆❖❚■❋❨ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❙■P ♣r❡s❡♥❝❡ s❡r✈✐❝❡s✳ ■♥st❛♥t
♠❡ss❛❣✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ▼❊❙❙❆●❊ r❡q✉❡sts✳ ❘❊❋❊❘ r❡q✉❡sts ♠❛②
r❡✈❡❛❧ ❛ ❙■P ♣❡❡r t♦ ♣❡❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r s♦♠❡ ❝❛❧❧ tr❛♥s❢❡r r✉♥♥✐♥❣ ❛❜♦✈❡✳
■◆❋❖ r❡q✉❡sts ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ♦❢ ❜❛♥❞ ❉❚▼❋ t♦♥❡s ✇✐t❤✐♥
P❙❚◆✲❱♦■P ❝❛❧❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ P❘❆❈❑ r❡q✉❡sts ♠❛② r❡✈❡❛❧ ❱♦■P t♦ P❙❚◆ ❛❝✲
t✐✈✐t②✳
✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙■P r❡s♣♦♥s❡s✿ ❛r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧✱ ❙✉❝❝❡ss✱ ❘❡❞✐r❡❝t✐♦♥✱
❈❧✐❡♥t ❊rr♦r✱ ❙❡r✈❡r ❊rr♦r✱ ●❧♦❜❛❧ ❊rr♦r✳ ❆♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♦❢ ❡rr♦r
r❡s♣♦♥s❡s ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❡rr♦r s✐t✉❛t✐♦♥s✳
❋✐❣✳ ✷✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❖♥❧✐♥❡ ❙■P ❚r❛✣❝ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣
❆♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦s✱ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s✱ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r
♠❛❝❤✐♥❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡✐r s✉♣❡r✐♦r ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦❝❡ss ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❬✸✱
✹❪✳ ❙❱▼ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥♦✈❡❧ ✭✶✾✾✺✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❞❛t❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♠❛♥② ❞♦♠❛✐♥s ❧✐❦❡ ❜✐♦✐♥❢♦r✲
♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❬✺❪ ❛♥❞ ❬✻❪✮✳ ❙❱▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦✲
❜❛s❡❞ ❛♥♦♠❛❧② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦✜❝✐❡♥❝② ❬✼❪✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❱▼ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳
✹ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s
Pr✐♥❝✐♣❧❡ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s S = (−→xl , yl)1≤l≤p✱ ✇✐t❤ yl ∈ {−1,+1}✱ ✇❤✐❝❤
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❙❱▼ ♠❡t❤♦❞ tr✐❡s t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
❛s ❡q✉❛t✐♦♥ −→w .−→x +b = 0✳ ■❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② s❡♣❛r❛❜❧❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱ −→w .−→x + b = +1
❛♥❞ −→w .−→x + b = −1✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❡✐t❤❡r −→w .−→x + b ≥ +1 ✭✶✮ ♦r
−→w .−→x + b ≤ −1 ✭✷✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ |−→w | ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ✐s 2/|−→w |✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛r❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
❛s✿
❋✐♥❞ −→w ❛♥❞ b t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 1
2
−→w .−→w
s♦ t❤❛t yl(−→w .−→xl) + b ≥ 1∀(−→xl , yl) ∈ S
❚❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡
❞♦t ♣r♦❞✉❝t ❜② ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❞❛t❛
s❡t t♦ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ✐t s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s♣❛❝❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲♠❛r❣✐♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ♠❛② ❜❡
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❦❡r♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✿
✕ ❧✐♥❡❛r Kl(−→x ,−→z ) = −→x .−→z
✕ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Kd(−→x ,−→z ) = (γ−→x .−→z + r)
d ✱ γ > 0
✕ r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ krbf (−→x ,−→z ) = exp(−γ|−→x −−→z |
2) ✇❤❡r❡ γ > 0
✕ s✐❣♠♦✐❞ ks(−→x ,−→z ) = tanh(γ−→x .−→z + r)✱ γ > 0 ❛♥❞ r < 0
❚❤❡ ❈✲❙❱❈ ✭❈ ♣❛r❛♠❡t❡r ✲ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r❧② s❡♣❛r❛❜❧❡✳
❈✲❙❱❈ ❋♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ S ✐s ♥♦t s❡♣❛r❛❜❧❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛❧❧♦✇s s♦♠❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ ♠✐s❧❛❜❡❧❡❞ ❜② t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱
s♦ ❝❛❧❧❡❞ s♦❢t ♠❛r❣✐♥✱ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❧❛❝❦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ξl ✇❤❡r❡
ξl ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t xl✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡♥❛❧✐③❡s ♥♦♥✲③❡r♦ ξl✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s ❛ tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❡rr♦r ♣❡♥❛❧t②✳
❋✐♥❞ −→w ✱ ❜ ❛♥❞ ξ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 1
2





yl(−→w .−→xl) + b ≥ 1 − ξl,∀(−→xl , yl) ∈ S
ξl ≥ 0,∀l
✺ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ❙■P
❲❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❙■P tr❛✣❝ ❝❛♣t✉r❡✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ♥♦♥✲❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥
♦✤✐♥❡ ❱♦■P tr❛❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ▲✐❜❙❱▼ t♦♦❧ ❬✽❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t♦♦❧ ♣r♦✈✐❞❡s s✉♣♣♦rt ❢♦r ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡s ✭s♦ ❛ t❡st ✈❡❝t♦r xi s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♦❢ ❝❧❛ss
i ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pi✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✉♣♣♦rt ❢♦r ♦♥❡ ❝❧❛ss ❙❱▼ tr❛✐♥✐♥❣✳ ▲✐❜❙❱▼
✐s ❜♦✉♥❞ t♦ ♦t❤❡r s❡✈❡r❛❧ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤
♦✈❡r t❤❡ ❙❱▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❜② ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
✭❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ n s✉❜s❡ts✱ ❢♦r i ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ 1 ✉♥t✐❧ n✱ ❧❡❛r♥ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡
s✉❜s❡ts ❡①❝❡♣t s✉❜s❡t ♥✉♠❜❡r i t❤❡♥ t❡st ♦✈❡r s✉❜s❡t ♥✉♠❜❡r i✮✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡
❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ t❡st ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ✐s
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s t♦♦❧✬s
✢♦✇✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡
❋✐❣✳ ✸✳ ❙❱▼ ❋❧♦✇ ❈❤❛rt ❋✐❣✳ ✹✳ ❆♥❛❧②s✐s ❋❧♦✇ ❈❤❛rt
✜rst s♦✉r❝❡ ✐s tr❛✣❝ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❱♦■P ♣r♦✈✐❞❡r ❛♥❞ ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦r♠❛❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦✉r❝❡ ✐s s✐❣♥❛❧✐♥❣ tr❛✣❝ ❢r♦♠ ❛ s♠❛❧❧ t❡st✲❜❡❞
✐♥st❛❧❧❡❞ ❜② ✉s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ♦❢ ❙■P ❛tt❛❝❦s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ t②♣❡s
♦❢ ❞❛t❛ ✜❧❡s✿ ❝❧❡❛♥ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ tr❛❝❡✱ ❝❧❡❛♥ ❛tt❛❝❦ tr❛❝❡✱ ❛♥❞ ♠✐①❡❞ tr❛❝❡ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ tr❛❝❡ ✇❤❡r❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞✳
❚♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❙❱▼ t♦♦❧✱ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ✜❧❡ ✐s ❝✉t ✐♥t♦ s❧✐❝❡s ❛♥❞ ❡♥t❡r❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❧✐❝❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r ❡✈❛❧✉❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❢❡❛✲
t✉r❡s ✭✸✽ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦✉r st✉❞②✮ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s ❛ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ▲✐❜❙❱▼✳
❆❧❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ✜❧❡ ❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r ❛tt❛❝❦ ✈❡❝t♦r ♦r
♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ ♠✐①❡❞ tr❛❝❡✳
❋✐❣✳ ✺✳ ▲♦♥❣ ❚❡r♠ ❙t❛t✐st✐❝s ♦✈❡r ❘❡❛❧ ❲♦r❧❞ ❚r❛❝❡s
✺✳✶ ◆♦r♠❛❧ ❚r❛✣❝
❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s ❛ ❙■P tr❛❝❡ ❢r♦♠ ❛ t✇♦ ❞❛②s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛♣t✉r❡ ❛t ❛ r❡❛❧
✇♦r❧❞ ❱♦■P ♣r♦✈✐❞❡r s❡r✈❡r✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❧♦♥❣ t❡r♠ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ tr❛❝❡s ✇✐t❤ ❛ t✇♦ ❤♦✉rs st❡♣✳ ❲❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r ❝❤❛rts ♦❢ ❋✐❣✳
✺✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❙■P ♠❡ss❛❣❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✕ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ ❛r❡ t❤❡ ❖P❚■❖◆❙ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ t❤❡
✜rst ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❘❊●■❙❚❊❘ ♠❡ss❛❣❡s✳
✕ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❜s❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ s✉❝❤ ❛ ▼❊❙❙❆●❊✱ P❘❆❈❑ ❛♥❞
❯P❉❆❚❊✳
✕ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ◆❖❚■❋❨ ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t st❛t✐st✐❝s ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡
❞❛② ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧ ❙■P ❞❡✈✐❝❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❧✇❛②s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②
s❡♥❞✐♥❣ ♥♦t✐✜❝❛t✐♦♥s✳
✕ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ ✭■◆❱■❚❊✱ ❇❨❊ ❛♥❞ ❆❈❑✮
❤❛✈❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t r❛t✐♦s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ s❧♦ts✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦
#INV ITE/#BY E = 2.15 ❛♥❞ #INV ITE/#ACK = 0.92✳
❘❡s♣♦♥s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✷♥❞ r❡s♣♦♥s❡ ❝❧❛ss ✭♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❜❡✲
❧♦♥❣ t♦ ❖P❚■❖◆❙ ❛♥❞ ❘❊●■❙❚❊❘ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮✳ ✸①①✱ ✺①① ❛♥❞ ✻①① ❛r❡ ✈❡r② r❛r❡
✇❤✐❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ✭✶①①✮ ❢♦❧❧♦✇ ■◆❱■❚❊ ♠❡ss❛❣❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡
❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ■◆❱■❚❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ #INV ITE/#1xx =
0.59 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❝❛❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② r❡❣r♦✉♣s ♦♥❡ ✶✵✵ ❚r②✐♥❣
❛♥❞ ♦♥❡ ✶✽✵ ❘✐♥❣✐♥❣ s♦ t✇♦ ✶①① r❡s♣♦♥s❡s✮✳ ❆✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✲r❡q✉❡st ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞
❛✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✲r❡s♣♦♥s❡ ❛rr✐✈❛❧ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ t❤❡②
❛r❡ ❛❜♦✉t ✷✵ ♠s✳ ❲❤✐❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✲r❡q✉❡st ❝❛rr②✐♥❣ ❙❉P ❜♦❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❝❛❧❧ ❞✐❛❧♦❣s ♠♦✈❡ ✐♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣❧❡ ✭■◆❱■❚❊✲❇❨❊✲❆❈❑✲
✶①①✮ ❝✉r✈❡✱ t❤❡② r❡❛❝❤ ✸s ✐♥ q✉✐❡t ❤♦✉rs ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t♦ ✵✳✺s ✐♥ r✉s❤ ❤♦✉rs✳
✺✳✷ ❚❤❡ ❚❡st❜❡❞
❚❤❡ t❡st❜❡❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ❖♣❡♥❙❊❘ s❡r✈❡r ❛♥❞ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡s✿ t❤❡
✜rst ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛❝❦✐♥❣ t♦♦❧s
✭s❝❛♥♥✐♥❣✱ ✢♦♦❞✐♥❣✱ ❙P■❚✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✈✐❝t✐♠s
✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ ❙■P ❜♦ts ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜♦ts ❛r❡
♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❙■P ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ■❘❈ ❝❤❛♥♥❡❧✶✳ ❆❧❧ ❙■P ❜♦ts
❛♥❞ ❛ ●r❛♥❞❙tr❡❛♠ ❤❛r❞♣❤♦♥❡ ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❖♣❡♥❙❊❘ s❡r✈❡r ❛♥❞ ❛❧❧
♠❛❝❤✐♥❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚r❛❝❡s ♦❢ ❛tt❛❝❦s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r
♠❛❝❤✐♥❡ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❖♣❡♥❙❊❘ s❡r✈❡r✳
❋✐❣✳ ✻✳ ❚❡st❜❡❞ ♦❢ ❆tt❛❝❦ ●❡♥❡r❛t✐♦♥
✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❆❝❝✉r❛❝②
❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ■♥t❡❧ P❡♥t✐✉♠ ✹ ❈P❯
✸✳✹✵●❍③ ❛♥❞ ✷●❇ ❘❆▼ ♠❡♠♦r② r✉♥♥✐♥❣ ❛ ▲✐♥✉① ❦❡r♥❡❧ ✷✳✻✳✶✽✲✶✳ ■♥ t❡r♠ ♦❢
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ❛ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✹✹✾ s❧✐❝❡s✴✈❡❝t♦rs ♦❢ ✸✽
❢❡❛t✉r❡s t❛❦❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✻ ❛♥❞ ✾✾✹ ♠s ✐♥ t❤❡ ❙❱▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❛❣❡ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❦❡r♥❡❧✮✳
❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❚❡st
❚❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇❛s ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ tr❛❝❡s ❛r❡ s❡❧❢✲
s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐s tr❛✣❝ ❢r♦♠ ✷✷✿✵✵ t♦ ✵✷✿✵✵ ❢r♦♠ ❛ ❞❛②
s✐♠✐❧❛r t♦ tr❛✣❝ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❞❛②❄ ❚♦ t❡st t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t✇♦ ❣✐✈❡♥ tr❛❝❡s✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r ❡✈❛❧✉❛t❡s
❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ ❡❛❝❤ tr❛❝❡✳ ❱❡❝t♦rs ❛r❡ t❤❡♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♦r✐❣✐♥ tr❛❝❡ ❛♥❞ s❝❛❧❡❞✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ❛ ✷✲❢♦❧❞ tr❛✐♥✐♥❣ t❡st ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs✳ ■♥
❛ ✷✲❢♦❧❞ t❡st✱ tr❛✐♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ♦✈❡r ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡st✐♥❣ ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ✐♥❞✐r❡❝t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
✶ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴⑦♥❛ss❛r✴r❡❛❞♠❡✳❤t♠❧
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✷✲❢♦❧❞ ❝r♦ss tr❛✐♥✐♥❣✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❙❱▼ ❝❛♥ ♥♦t
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ tr❛❝❡s✱ t❤❡② ❛r❡ t❛❣❣❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱
✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts✿ ❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❚❛❜❧❡ ✶✳ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❚❡st ❢♦r t✇♦ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ❉❛②s
❉❛② ✶ ✵✻✲✶✵ ✶✵✲✶✹ ✶✹✲✶✽ ✶✽✲✷✷
❉❛② ✷ ✵✻✲✶✵ ✶✵✲✶✹ ✶✹✲✶✽ ✶✽✲✷✷
❆❝❝✉r❛❝②✭✪✮ ✺✺✳✾✶ ✺✸✳✼✷ ✺✷✳✽✸ ✺✻✳✾✵
♦t❤❡r ♣❡r✐♦❞s✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞
♦❢ ✷✲✻ ♦❢ ❉❛② ✶ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛②✳ ❙❱▼ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦
❚❛❜❧❡ ✷✳ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❚❡st ❢♦r ❉✐✛❡r❡♥t P❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ ❙❛♠❡ ❉❛②
❉❛② ✶ ✵✷✲✵✻ ✵✷✲✵✻ ✵✷✲✵✻ ✵✷✲✵✻ ✷✷✲✵✷
❉❛② ✶ ✵✻✲✶✵ ✶✵✲✶✹ ✶✹✲✶✽ ✶✽✲✷✷ ✷✷✲✵✷
❆❝❝✉r❛❝②✭✪✮ ✺✶✳✽✷ ✻✷✳✼✾ ✻✸✳✼✷ ✻✸✳✼✻ ✻✵✳✽✵
❧❛❜❡❧ ✺✵✪ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝❧❛ss ✇❤✐❧❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❛②s ❛♥❞ ✹✵✪ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛②✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❛❜❧❡ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ♣❡r✐♦❞ ✵✷✲✵✻ ✐s ♠♦r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
♣❡r✐♦❞s ✭✵✻✲✶✵ ❛♥❞ ✷✷✲✵✷✮ t❤❛♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ ❞❛②✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳
▼✉❧t✐✲❈❧❛ss ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t
❲❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ ❙❱▼✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ tr❛✣❝✿
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ tr❛❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❱♦■P ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❲❡ ❜✉✐❧t ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢
❢♦✉r tr❛❝❡s✱ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✣❝ ❝❧❛ss ✿ ♥♦r♠❛❧ tr❛✣❝✱ ❛ ❜✉rst
♦❢ ✢♦♦❞✐♥❣ ❉♦❙✱ ❛ tr❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❑■❋ st❛t❡❢✉❧ ❢✉③③❡r ❬✾❪✱ ❛♥❞ ❛ tr❛❝❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ t❡st❜❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞
s❧✐❝❡ ✐s ✜①❡❞ t♦ ✸✵ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❆❢t❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ ✷✲❢♦❧❞ tr❛✐♥✐♥❣✴t❡st✐♥❣ ❝r♦ss t❡st ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ✈❡❝t♦rs ✭✷✹✹✾ ✈❡❝t♦rs✮✳ ❚❤❡ t❡st ❆❝❝✉r❛❝②
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✈❡❝t♦rs ♦✈❡r ❛❧❧ t❡st ✈❡❝t♦rs✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❘❇❋ ✭❘❛❞✐❛❧ ❇❛s✐s ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ❦❡r♥❡❧ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭❈❂✶ ❛♥❞ γ = 1/38✮✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ✾✽✳✷✹✪✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t ❑❡r♥❡❧ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
❚❤❡ ❘❇❋ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✜rst ❝❤♦✐❝❡ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡
♥♦t ❧✐♥❡❛r❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❢❡✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s ✭s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❚❛❜❧❡ ✸✳ ▼✉❧t✐✲❈❧❛ss ❙■P ❚r❛✣❝ ❉❛t❛ ❙❡t
❚r❛❝❡ ◆♦r♠❛❧ ❉♦❙ ❑■❋ ❯♥❦♥♦✇♥
❙■P ♣❦ts ✺✼✾✻✵ ✻✵✼✻ ✷✸✵✺ ✼✵✸✸
❉✉r❛t✐♦♥ ✽✳✻✭♠✐♥✮ ✸✳✶✭♠✐♥✮ ✺✵✳✾ ✭♠✐♥✮ ✽✸✳✼✭❞❛②✮
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❘❇❋ ❦❡r♥❡❧s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ♦r ✐❢ ❜♦t❤ ❛r❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❬✽❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ ❛❧❧ ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦✈❡r ♦✉r
❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ♠❡ss❛❣❡s
♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ t❡st r❡s✉❧ts✮ ❢♦r ✷✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛r❡ ❢♦r ❘❇❋ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s
❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❡st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❉✐✛❡r❡♥t ❑❡r♥❡❧s
❑❡r♥❡❧ P❛r❛♠❡t❡rs ❆❝❝✉r❛❝②✭✪✮ ❚✐♠❡✭♠s✮
▲✐♥❡❛r C = 1 ✾✾✳✼✾ ✶✾✻
C = 1;
P♦❧②♥♦♠✐❛❧ γ = 1/38❀ ✼✾✳✵✾ ✺✼✵
r = 0; d = 3
C = 1;











❛❢t❡r ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ▼❛❝❤✐♥❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡
♦♥❧② ❛♥❞ ✐t ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❡♥ r✉♥s✳ ❘❇❋ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ❤❛✈❡ ❝❧❡❛r❧② ❜❡tt❡r
❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❘❇❋ ❦❡r♥❡❧ ✇✐❧❧ ❜②♣❛ss ❧✐♥❡❛r
❦❡r♥❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r s❡ts ♦❢ ❞❛t❛✳
❙✐③❡ ♦❢ ❙■P ❙❧✐❝❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t
❚❤❡ ❛♥❛❧②③❡r ✇✐♥❞♦✇ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞ ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡r ♠♦♥✐✲
t♦r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥✱
✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❧✐❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✺✲❢♦❧❞ ❝r♦ss t❡st ✉s✐♥❣ ❛ ❘❇❋ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡r t❛❦❡s t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♣❛❝❦❡ts ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ ♦♥❧✐♥❡ ♠♦♥✐t♦r✲
✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❛❝❡✿ ✭♥♦t❡
t❤❛t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♠♣r♦✈❡s
✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝✉rs ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s t✐♠❡✳
❚❛❜❧❡ ✺✳ ❚❡st✐♥❣ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❉✐✛❡r❡♥t ❑❡r♥❡❧s
❲✐♥❞♦✇ s✐③❡ ✺ ✶✺ ✸✵ ✻✵ ✾✵ ✶✷✵ ✶✺✵
❆❝❝✉r❛❝② ✭✪✮ ✾✺✳✹ ✾✾✳✸✷ ✾✾✳✸✵ ✾✾✳✻✼ ✾✾✳✻✸ ✶✵✵ ✶✵✵
❆♥❛❧②s✐s ❚✐♠❡ ✭♠✐♥✮ ✶✳✶✷ ✷✳✹✵ ✷✳✺✻ ✹✳✸✶ ✻✳✸✾ ✼✳✹✷ ✽✳✺✶
❋❡❛t✉r❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥
❚❤❡ ✸✽ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱
❜✉t ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❧s♦ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ r❛♥❦ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❜②
❣r❛❞✉❛❧❧② ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❛t
❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r✿ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❞✐❛❧♦❣s✱ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙■P r❡q✉❡sts✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙■P r❡s♣♦♥s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈❛❧❧✲
■❞ ❜❛s❡❞ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ st❛t✐st✐❝s ❣r♦✉♣ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s❡ ❛ ✺✲❢♦❧❞ ❝r♦ss t❡st ♦✈❡r ♦✉r
❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ ❘❇❋ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ t❡st ❛❝❝✉r❛❝② ✐s t❤❡
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✈❡❝t♦rs ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ t❡st ❞❛t❛ s❡t✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❛ s✉❞❞❡♥ ❥✉♠♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✷ ❛♥❞ ✼ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❚❛❜❧❡ ✻✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ❙✐③❡ ♦❢ ❋❡❛t✉r❡s ❙❡t
★ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✸✽ ✸✶ ✶✽ ✶✷ ✼
❆❝❝✉r❛❝② ✭✪✮ ✾✾✳✸✵ ✾✾✳✸✾ ✾✽✳✾✵ ✾✽✳✻✺ ✾✽✳✷✷
▼❛❝❤✐♥❡ ❚✐♠❡ ✭s✮ ✶✳✽✺ ✶✳✺✾ ✶✳✹✷ ✶✳✷✽ ✵✳✺✼
❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✉s❡❞✳ ■t ✐s
t❤✉s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ✐♥q✉✐r❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✳
❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❋❧♦♦❞✐♥❣ ❆tt❛❝❦s
❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ■♥✈✐t❡✢♦♦❞ t♦♦❧ ❬✷❪ t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❙■P ✢♦♦❞✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✳ ❲❡ ❤❛✈❡
✉s❡❞ ■◆❱■❚❊ ✢♦♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✈❛❧✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ♥❛♠❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣❛❝t✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❖♣❡♥❙❊❘ s❡r✈❡r✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✜✈❡ ❛tt❛❝❦s ❛t ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡s✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛tt❛❝❦ ❧❛sts ❢♦r ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡✳ ❆❢t❡r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✭✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❡
♠❛❝❤✐♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❛tt❛❝❦✮✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡
❛tt❛❝❦ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ tr❛❝❡ ♦❢ t✇♦ ❤♦✉rs ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ✜①❡❞ t♦ ✜✈❡ ♠✐♥✉t❡s ❛❢t❡r t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❤♦✉rs ♣❡r✐♦❞✳ ❊❛❝❤
♠✐①❡❞ tr❛❝❡ ✐s t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ♣r♦♣❡r❧② ✭♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞
♦❢ ❛tt❛❝❦ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡✮✳
❲❡ ❤❛✈❡ tr❛✐♥❡❞ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐①❡❞ tr❛❝❡ ✭✢♦♦❞✐♥❣ ❛t ✶✵✵ ■◆❱■❚❊✴s
✲ ♥♦r♠❛❧ tr❛❝❡✮ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ st❛❣❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✶✵✵ ■◆❱■❚❊ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡
t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛t❡ ✭t❤❡ r❛t❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❛♥ ❛❧❛r♠✮✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼ ✭❢♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛r✐t② s❛❦❡ ❛ s❧✐❝❡ ✐s s✐③❡❞ t♦ ♦♥❧②
t❤r❡❡ ♣❛❝❦❡ts✮✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❙❱▼ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❧✐❝❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❛tt❛❝❦ tr❛✣❝✳ ❚❤✐s ❣r❛♥✉❧❛r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▲✐❜❙❱▼ t♦♦❧ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❡st✐♠❛t❡ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ st❛❣❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝✲
❝✉r❛❝② ❛s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛tt❛❝❦ ♦✈❡r ❛❧❧ ✈❡❝t♦rs
♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✿ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✲1 ✐s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❉❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✿ C = 1✱ γ = 1/38✱
tr❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝②✿ 90.95✮✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✲2 ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡
❛❢t❡r ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭C = 32✱ γ = 0.5✱ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♦❢ 93.93✮✳
❋✐❣✳ ✼✳ ❆tt❛❝❦ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ▼✐①❡❞ ❚r❛❝❡
❚❛❜❧❡ ✼✳ ❆tt❛❝❦ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❉✐✛❡r❡♥t ❘❛t❡s ♦❢ ❋❧♦♦❞✐♥❣
❋❧♦♦❞✐♥❣ ❘❛t❡ ✭■◆❱■❚❊✴s✮ ✵✳✺ ✶ ✶✵ ✶✵✵ ✶✵✵✵
❉❡t❡❝t✐♦♥ ❆❝❝✉r❛❝②✲✶ ✭✪✮ ✵ ✵ ✺✳✹✼ ✻✼✳✺✼ ✾✼✳✸✻
❉❡t❡❝t✐♦♥ ❆❝❝✉r❛❝②✲✷ ✭✪✮ ✵ ✶✳✹✽ ✸✵✳✶✸ ✽✽✳✽✷ ✾✽✳✷✹
Pr✭◆♦r♠❛❧✮ ✵✳✾✻ ✵✳✾✺ ✵✳✼✸ ✵✳✷✹ ✵✳✵✼
Pr✭❆tt❛❝❦✮ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺ ✵✳✷✼ ✵✳✼✻ ✵✳✾✸
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ st❡❛❧t❤② ❛tt❛❝❦s ❝❛♥♥♦t t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛
♣r♦♠✐s✐♥❣ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✜♥❡✲t✉♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡♥s✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ r❛t❡
❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥t ❜② ❛ ❞✉❛❧ tr❛❝❡ ✿ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✴❞❛✐❧② tr❛✣❝ ❛♥❞ ❛ str❡ss ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡r✈❡r ✇❛s tr♦✉❜❧❡s❤♦♦t❡❞ ♦r ✇❛s ♥♦t✐❝❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡r✲♦♣❡r❛t✐♥❣✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❙❱▼ ✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st
✢♦♦❞✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✳
❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❙P■❚ ❆tt❛❝❦s
❙P■❚ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡s ✐♥ ❱♦■P s❡❝✉r✐t② t♦❞❛②✳ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
❙P■❚ ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ s②st❡♠✳
■♥✲❞❡♣t❤ s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ s✉s♣✐❝✐♦✉s tr❛✣❝ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ s②st❡♠
t♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❊❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ■P s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❯❘■ ✐♥ t❤❡ ❙■P
❤❡❛❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞✳
❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❙P■❚ ❝❛❧❧s✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❙♣✐t✲
t❡r✴❆st❡r✐s❦ t♦♦❧ ❬✷❪✳ ❙♣✐tt❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛
✏✳❝❛❧❧✑ ✜❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❆st❡r✐s❦ P❇❳✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥t ❝❛❧❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦✳ ❲❡ ♣r♦✜❧❡❞ ♦✉r
♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❜♦ts t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❙P■❚ ❝❛❧❧s✳ ❖♥❝❡ ❛♥ ■◆❱■❚❊ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞✱ t❤❡ ❜♦t
❝❤♦♦s❡s r❛♥❞♦♠❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♣♦♥s❡s ✿
✕ t❤❡ ✜rst ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ r✐♥❣ ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ❛♥❞ s✐①
s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ♣✐❝❦ ✉♣ t❤❡ ♣❤♦♥❡✳ ❚❤✐s ❡♠✉❧❛t❡s t✇♦ ❝❛s❡s ✿ ❛ ✈♦✐❝❡
♠❛✐❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉♠♣✐♥❣ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♦r ❛ ❤✉♠❛♥ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜♦t
t❤❡♥ ❧✐st❡♥s ❞✉r✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜✈❡ ❛♥❞ t❡♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ❤❛♥❣s
✉♣✱
✕ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ r❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ ✬❇✉s②✬✱
✕ t❤❡ ❧❛st ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ r✐♥❣ ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ s❡♥❞ ❛ r❡❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡
✐♥❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❧❡r t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
✭❞❡st✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ♥♦t ❜❡ s❡r✈❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦①②✮✳ ❖t❤❡r s✐♠✐❧❛r
s❝❡♥❛r✐♦s ❧✐❦❡ ❢♦r❦✐♥❣ ✭❜② t❤❡ ♣r♦①②✮ ♦r tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ✭❜② t❤❡ ❜♦t✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
s✉♣♣♦rt❡❞✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❤✐t r❛t❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s
❛ ♣❛rt✐❛❧ ❙P■❚✿ ❙♣✐tt❡r t❛r❣❡ts t❤❡ ♣r♦①② ✇✐t❤ ❤✉♥❞r❡❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♠♦♥❣
t❤❡s❡ ♦♥❧② t❡♥ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❣✐st❡r❡❞ ❜♦ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❤✐t r❛t❡ ✐s ❥✉st ✶✵✪✳
❚❤✐s ❡♠✉❧❛t❡s t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ❛tt❛❝❦❡rs ❛r❡ ❜❧✐♥❞❧② tr②✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢
❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ t♦t❛❧ ❙P■❚✿ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛tt❛❝❦❡rs ❦♥❡✇ ❛❧r❡❛❞②
t❤❡ ❣♦♦❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s s♦ t❤❡ ❤✐t r❛t❡ ✐s ✶✵✵✪✳ ❚❤✐s ❡♠✉❧❛t❡s t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ s❝❡✲
♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ❛tt❛❝❦❡rs ❦♥❡✇ ❛❧r❡❛❞② t❤❡ ❣♦♦❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡✐t❤❡r ❜② ❛ ♣r❡✈✐♦✉s
❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛tt❛❝❦ ♦r ❢r♦♠ ❛ ✇❡❜ ❝r❛✇❧❡r✳
■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❙P■❚ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❙P■❚ ♥♦t ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱
❤✐t r❛t❡ ❁ ✶✵✵ ✪✮✱ ✇❡ s❡♥❞ ❢♦✉r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥❡✱ t❡♥✱
✜❢t② ❛♥❞ ❤✉♥❞r❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝❛❧❧s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ❙♣✐tt❡r ❞♦❡s ♥♦t st❛rt ❛
❞✐❛❧♦❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐❛❧♦❣ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ t❡♥ ❞✐❛❧♦❣s
❣♦ ♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛ ❞✐❛❧♦❣ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ ❛ ♥❡✇ ❞✐❛❧♦❣ ✐s st❛rt❡❞✳
❚❤❡ ❢♦✉r r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❝❡s ✭❞✉r❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t✇♦ ♠✐♥✉t❡s ❡❛❝❤✮ ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✲
❛❢t❡r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✭✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❡ ❛❣❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ tr❛❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❛tt❛❝❦ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤✉♥❞r❡❞ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✮ ✲ ✐♥ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧ tr❛❝❡s ✭❞✉r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❤♦✉rs ❡❛❝❤✮✳ ❚❤❡ tr❛❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝✉t ✐♥t♦ s❧✐❝❡s ♦❢ t❤✐rt② ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞
❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
✐♥ ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐①❡❞ tr❛❝❡ ✇✐t❤ ✜❢t② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝❛❧❧s ❙P■❚
✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ st❛❣❡✳ ❚❤❡ ❙❱▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳
❚r✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛tt❛❝❦ ♦✈❡r
❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ♣❡r✐♦❞✳ ❚r✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ❛r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs
❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♥♦r♠❛❧ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡s❡
❚❛❜❧❡ ✽✳ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ P❛rt✐❛❧ ❙P■❚ ✐♥ ❋♦✉r ▼✐①❡❞ ❚r❛❝❡s ❲✐t❤ ❉✐✛❡r❡♥t ■♥t❡♥s✐t✐❡s
★ ♦❢ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❈❛❧❧s ❚r✉❡ P♦s✐t✐✈❡s ✭✪✮ ❚r✉❡ ◆❡❣❛t✐✈❡s ✭✪✮












r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✉♠❜r❡❧❧❛ ♦❢ ❡✈❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❡♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝❛❧❧s✿
✕ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❤♦✉rs tr❛✣❝ ✐s ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✭✹✼✹✸✻
s❧✐❝❡s✮✳
✕ ✶✻ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✼✻✻ s❧✐❝❡s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❛tt❛❝❦ tr❛✣❝ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❡♥ ❝♦rr❡❝t ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✇♦ ♠✐♥✉t❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s❧✐❝❡ ✐s ❤✐❣❤❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❛❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣ tr❛✣❝ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s
s❧✐❝❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡② t❛r❣❡t ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs
♦❢ t❤❡ ❱♦■P s❡r✈❡r ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✵✵ ✉s❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❤♦✉rs ♣❡r✐♦❞✮✳
❲❡ ❛❣r❡❡ t❤❛t ❛ st❡❛❧t❤② ❙P■❚ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝❛❧❧ ✐s ♥❡✈❡r
❞❡t❡❝t❡❞✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝❛❧❧s✱ ♦♥❡ ♦✈❡r ✜✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ✐s
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡♥s✐t② ❛tt❛❝❦✳
❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡✈❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ♦✉r ♦♥❧✐♥❡
♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❛tt❛❝❦s ❡✣❝✐❡♥t❧②✿
Pr❡❞✐❝❛t❡ ❙P■❚ ✐♥t❡♥s✐t②
✶✵ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡s ✐♥ ❛ ✷ ♠✐♥✉t❡s ♣❡r✐♦❞ ▲♦✇
▼✉❧t✐♣❧❡ ❙❡r✐❡s ♦❢ ✺ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ P♦s✐t✐✈❡s ▼❡❞✐✉♠
▼✉❧t✐♣❧❡ ❙❡r✐❡s ♦❢ ✶✵ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ P♦s✐t✐✈❡s ❍✐❣❤
■♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❙P■❚ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ r❡q✉❡st t❤❡ ❤✉♥❞r❡❞ ❜♦ts t♦ r❡❣✐st❡r ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦①②✳ ❙♣✐tt❡r ❤✐ts ❛❧❧ t❤❡ ❜♦ts ✐♥ ❢♦✉r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✐♥t❡♥s✐t②✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❙P■❚ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❚❛❜❧❡
✾✮✳ P❛rt✐❛❧ ❙P■❚ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ tr❛✣❝ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❢✉❧❧ ❙P■❚
❞♦❡s✳
❚❛❜❧❡ ✾✳ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❋✉❧❧ ❙P■❚ ✐♥ ❋♦✉r ▼✐①❡❞ ❚r❛❝❡s ❲✐t❤ ❉✐✛❡r❡♥t ■♥t❡♥s✐t✐❡s
★ ♦❢ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❝❛❧❧s ✶ ✶✵ ✺✵ ✶✵✵
❘❇❋❀ ❈❂ ✶❀ γ = 1/8❀ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❂ ✾✽✳✾✵✺✼
❚r✉❡ P♦s✐t✐✈❡s ✵✳✵✸ ✸✳✵✺ ✶✷✳✶✽ ✷✸✳✹✶
✷✴✼✵✶✺ ✶✺✴✹✾✷ ✽✺✴✻✾✽ ✶✽✹✴✼✽✻
❚r✉❡ ◆❡❣❛t✐✈❡s ✶✵✵
✼ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s
❱♦■P s❡❝✉r✐t② ✐s ❛ r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ❡♠❡r❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜② ❡♥t❡r♣r✐s❡s ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❈♦♠✲
❜❛t✐♥❣ ❙P■❚ ❛♥❞ ❉♦❙ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s✳ ◗✉✐tt❡❦ ❡t ❛❧✳
❬✶✵❪ ❛♣♣❧② ❤✐❞❞❡♥ ❚✉r✐♥❣ t❡sts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ t②♣✐❝❛❧
❤✉♠❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ P❛ss✐♥❣ t❤❡s❡ t❡sts ❝❛✉s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s♦✉r❝❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙P■❚ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝❛❧❧ r❛♥❦
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❛❧❧ ❞✉r❛t✐♦♥✱ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ r❡♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ✜❧t❡r
❙P■❚ ❝❛❧❧s✳ ❖t❤❡r ✐❞❡❛s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐ ✭s❤♦rt t❡r♠ ✲❧♦♥❣ t❡r♠✮
❣r❡② ❧❡✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ st❛❝❦ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✐♥❣ ❬✶✸❪✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶✹❪ ❞❡s✐❣♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt s❡♥s♦rs t♦ ♣r♦t❡❝t ❡♥✲
t❡r♣r✐s❡ ♥❡t✇♦r❦s ❢r♦♠ ❱♦■P ❉♦❙ ❛tt❛❝❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ ❚❈P ❉♦❙
♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ st✉❞② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝♦✈❡r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶✺❪ ♠♦❞✐❢②
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦❢ ❙■P tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❞❡t❡❝t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥♦♠❛❧✐❡s
❛♥❞ ❛♣♣❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s t♦ ❞❡t❡❝t ✢♦♦❞✐♥❣ ❛tt❛❝❦s✳ ▼♦r❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ t♦ s✉❝❤
❛tt❛❝❦s ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❡♥❣❛r ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❚❈P ❙❨◆✱ ❙■P ■◆❱■❚❊ ❛♥❞ ❘❚P
✢♦♦❞s✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♣❛♣❡rs ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦♥ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥tr✉s✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✼✕✶✾❪ ✇✐t❤♦✉t t♦ ❡①✲
t❡♥❞ t♦ t❤❡ ✜♥❡ t✉♥❡❞ s❡ss✐♦♥✱ ❞✐❛❧♦❣✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦✉♥❞ ✐♥
❙■P✳ ❖✈❡r t❤❡ ♣❛st✱ ♠❛♥② s❡❝✉r✐t② r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❧❡✈❡r❛❣❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❬✷✶❪ ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✳
❚❤❡ ❝❧♦s❡st ✇♦r❦ t♦ ♦✉rs ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❬✷✷❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛ tr❛✣❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♣r♦✜❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
♣r♦❜❧❡♠ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ ❛♥♦♠❛❧② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❖✉r ✇♦r❦ ✐s ♠♦r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞s
❛tt❛❝❦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐ ❧❡✈❡❧
♣r♦✜❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ❱♦■P s♣❡❝✐✜❝ ❡✈❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❤♦♥❡②♣♦ts ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦ ❬✷✸❪ ❛♥❞ ❬✷✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦✈❡r ❙■P✲❧❡✈❡❧
♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳
✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦s
❆s ❛tt❛❝❦s ♦♥ ❱♦■P ❛r❡ ♣♦♣♣✐♥❣✲✉♣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥
❜♦t❤ t❤❡ ✉s❡rs ❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ♠♦r❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ s❡❝✉r✐t② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s
♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥
s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❖✉r ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝✉t t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ ✭❙■P✮ tr❛✣❝
✐♥t♦ s♠❛❧❧ s❧✐❝❡s ❛♥❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞❡✜♥❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❡❛❝❤
s❧✐❝❡✳ ❱❡❝t♦rs ❛r❡ t❤❡♥ ♣✉s❤❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❙❱▼ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣
♠♦❞❡❧✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡✈❡♥t ❝♦rr❡❧❛t♦r t♦ r❛✐s❡ ❛♥ ❛❧❛r♠ ✇❤❡♥
s✉s♣✐❝✐♦✉s ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r✳
❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ♦✤✐♥❡ t❡sts ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ tr❛❝❡s ❛♥❞
❛tt❛❝❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝✉st♦♠✐③❡❞ t❡st❜❡❞ ❛♥❞ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
tr❛✣❝ tr❛❝❡s✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ❛ r❡❛❧ t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
❞❡t❡❝t✐♥❣ ✢♦♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙P■❚ ❛tt❛❝❦s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❡✣❝✐❡♥t ❡✈❡♥t
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